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Abstrak

Penelitian ini berfokus pada penentuan bilangan rainbow connection pada graf buku, terutama graf
buku dengan bentuk segitiga, segi empat, serta segi lima. Graf buku segitiga, disimbolkan sebagai BT,
dihasilkan dari penggabungan sisi pada graf lingkaran C5. Graf buku segi empat, disimbolkan sebagai
BE,,, dihasilkan dari penggabungan sisi pada graf lingkaran C,. Sedangkan graf buku segi lima,
disimbolkan sebagai BL,, dihasilkan dari penggabungan sisi pada graf lingkaran Cs. Bilangan rainbow
connection pada sebuah graf terhubung G ditulis rc(G), yang didefinisikan sebagai jumlah warna
minimum yang dibutuhkan untuk menjadikan graf G menjadi terhubung secara rainbow. Penelitian ini
merupakan penelitian deskriptif kualitatif, melalui teknik studi pustaka dan analisis data non-statistik.
Adapun hasil penelitian menyatakan bahwa bilangan rainbow connection pada Graf Buku Segitiga
yaitu 1 jikan = 1, 2 jikan = 2, dan 3 untuk n = 3. Bilangan rainbow connection pada Graf Buku Segi
Empat adalah 2 jikan = 1, 3 jikan = 2, dan 4 untuk n = 3. Sedangkan bilangan rainbow connection
pada Graf Buku Segi Lima yaitu 3 jikan = 1, 4 jikan = 2, dan 6 untukn > 3.

Kata kunci: Rainbow Connection, Graf Buku, Bilangan Rainbow Connection

Abstract

This research focuses on determining the number of rainbow connections in book graphs, especially
book graphs with triangular, rectangular and pentagon shapes. The triangular book graph, symbolized
as BT, results from joining the edges of the circle graph Cs. The quadrilateral book graph, symbolized
as BE,,, results from combining the edges of the circle graph C,. Meanwhile, the pentagonal book
graph, symbolized as BL,, is produced by combining the edges of the circle graph Cs. The rainbow
connection number in a connected graph G is written rc(G), which is defined as the minimum number
of colors needed to make a graph G rainbow connected. This research is qualitative descriptive
research, using literature study techniques and non-statistical data analysis. The research results state
that the rainbow connection number in the Triangle Book Graphis1ifn=1,2ifn = 2, and 3 forn =
3. The rainbow connection number in the Quadrilateral Book Graphis 2 ifn =1, 3ifn = 2, and 4 for
n = 3. Meanwhile, the rainbow connection number in the Pentagon Book Graphis3ifn =1,4ifn =
2,and 6 forn = 3.
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Pendahuluan

Aplikasi dari teori graf sangat luas, baik pada kehidupan sehari-hari ataupun pada berbagai
disiplin ilmu lainnya, termasuk teknik, sains, ilmu komputer, ilmu sosial dan bisnis [1]. Salah satu tema
menarik dalam teori graf yaitu konsep bilangan rainbow connection. Chartrand dan rekan-rekannya
memperkenalkan konsep rainbow connection dalam graf pada tahun 2006 [2]. Dalam konteks ini,
misalkan G yaitu suatu graf terhubung yang tidak trivial, di mana pewarnaan sisi didefinisikan sebagai
pemetaan ¢ : E(G) = {1,2,---, k}, dengan k merupakan bilangan bulat positif, mengakibatkan dua
sisi yang bertetangga di G diperbolehkan mempunyai warna yang sama. Sebuah jaluru —v, P, di G
disebut sebagai jalur rainbow jika tidak terdapat dua sisi di P yang mempunyai warna yang sama. Graf
G disebut sebagai rainbow connected (terhubung rainbow) jika setiap dua titik yang berbeda di G
dapat dihubungkan pada jalur rainbow. Pewarnaan sisi yang membuat G menjadi terhubung rainbow
disebut sebagai pewarnaan rainbow. Dengan kata lain, jika G suatu terhubung rainbow, maka G juga
pasti terhubung. Begitu juga, setiap graf terhubung mempunyai pewarnaan sisi yang sederhana,
mengakibatkan graf terhubung rainbow mempunyai pewarnaan sisi yang berbeda-beda. Bilangan
rainbow connection dari graf terhubung G, yang ditulis sebagai rc(G), didefinisikan sebagai jumlah
warna minimal yang dibutuhkan untuk menjadikan G menjadi terhubung rainbow [3].

Konsep Rainbow Connection, yang diadaptasi untuk perlindungan distribusi informasi rahasia
antara pemerintah dan agen, menjelaskan bagaimana mengatur lintasan informasi yang aman antara
dua agen tanpa ada sandi yang berulang. Dalam situasi ini, pemerintah maupun agen tidak dapat
saling memeriksa informasi yang berkaitan dengan keamanan nasional, akibatnya setiap informasi
yang disampaikan kepada agen harus dienkripsi. Untuk mencapai tujuan ini, perlu ditetapkan sejumlah
sandi yang berbeda untuk setiap lintasan informasi antara dua agen. Jumlah sandi yang dibutuhkan
harus memastikan bahwa tidak ada lintasan yang menggunakan sandi yang sama, sehingga menjaga
keamanan komunikasi. Prinsip ini menciptakan konsep bilangan Rainbow Connection, yang
menggambarkan jumlah sandi minimum yang dibutuhkan untuk memastikan ada setidaknya satu
lintasan aman antara setiap dua agen yang terlibat.Dengan demikian, Rainbow Connection dapat
diaplikasikan sebagai kerangka konseptual untuk mengatur pengiriman informasi rahasia antara
pemerintah dan agen tanpa risiko pemaparan informasi kepada pihak yang tidak berwenang [4].

Penelitian terkait dengan Bilangan rainbow connection ini sudah banyak dilakukan, seperti yang
dilakukan oleh Syafrizal Sy dkk. (2013) yang meneliti tentang Rainbow connection pada graf matahari
dan graf kipas [5]. Selanjutnya penelitian yang dilakukan oleh Medika (2013) dengan judul Rainbow
connection pada beberapa graf [3], Rainbow Connection Hasil Operasi Graf [6], Bilangan terhubung
Pelangi graf berlian [7], Bilangan rainbow connection untuk beberapa graf thorn [8], Bilangan rainbow
connection graf garis dari graf kincir [9], Pelabelan Fibonacci Prima ke-k pada Graf H dan Graf Ulat H,,
[10], Pelabelan Super Graceful pada Graf Caterpillar[11], Bilangan rainbow connection dan strong
rainbow connection pada graf Jahangir J, ,, [12], Bilangan terhubung pelangi graf bunga (W;,,, K;,) dan
graf lemon (Le,)[13], Bilangan terhubung Pelangi pada graf salju (S,,;,) [14]. Sementara Lakisa dkk.
(2022) meneliti tentang Bilangan terhubung Pelangi pada graf ferris wheel ( FW,, )[15], Bilangan
Terhubung Pelangi Kuat Pada Graf Gurita, Planter Dan Ferris Wheel [16], Bilangan Rainbow Connection
dan Strong Rainbow Connection Graf Jahangir J, ,, Untuk 2 < m < 8[17].

Berdasarkan uraian di atas, peneliti tertarik untuk meneliti tentang Bilangan rainbow connection
pada graf buku. Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam penelitian ini
adalah: Bagaimana menentukan Bilangan rainbow connection pada graf buku segitiga; Bagaimana
menentukan Bilangan rainbow connection pada graf buku segi empat; Bagaimana menentukan
Bilangan rainbow connection pada graf buku segi lima. Sesuai dengan rumusan masalah dan latar
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belakang di atas, maka tujuan dari penelitian ini yaitu: Menentukan Bilangan rainbow connection pada
graf buku segitiga; Menentukan Bilangan rainbow connection pada graf buku segi empat; Menentukan
Bilangan rainbow connection pada graf buku segi lima.

Metode
Bilangan Rainbow Connection pada Graf Buku
Berikut ini didefinisikan beberapa graf khusus yang dibahas pada artikel ini:
a. Graf Buku Segitiga
Graf buku segitiga yang dinotasikan dengan BT,, merupakan hasil operasi amalgamasi sisi pada
graf lingkaran C3, seperti terlihat pada Gambar 1.

X, X3
X P

Gambar 1. Graf Buku Segitiga
b. Graf Buku Segi Empat

Graf buku segi empat yang dinotasikan dengan BE,, merupakan hasil operasi amalgamasi sisi

pada graf lingkaran C,, seperti terlihat pada Gambar 2.

Gambar 2. Graf Buku Segi Empat
c. Graf Buku Segi Lima
Graf buku segi lima yang dinotasikan dengan BL,, merupakan hasil operasi amalgamasi sisi pada

graf lingkaran Cs, seperti terlihat pada Gambar 3.

Gambar 3 Graf Buku Segi Lima
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Subjek penelitian ini mencakup pemeriksaan terhadap konsep bilangan rainbow connection dan
graf buku. Sumber data yang digunakan pada penelitian ini: sumber primer dan sumber sekunder.
Metode yang diaplikasikan pada penelitian ini yaitu studi pustaka, yang melibatkan proses pencarian,
pembacaan, pemahaman, dan analisis terhadap berbagai literatur, hasil penelitian, atau studi yang
relevan dengan topik penelitian[18].

Prosedur yang diambil dalam menguraikan penelitian ini yaitu sebagai berikut: (1) Peneliti akan
menjelaskan konsep dasar, definisi, serta notasi yang terkait dengan teori graf, serta berbagai jenis
graf, termasuk graf buku. Fokus khusus pada penelitian ini adalah pada graf buku segitiga, segi empat,
dan segi lima. (2) Definisi umum mengenai bilangan rainbow connection juga akan dipaparkan oleh
peneliti. (3) Selanjutnya, peneliti akan mendiskusikan tentang bilangan rainbow connection pada graf
buku, dengan penekanan pada graf buku segitiga, segi empat dan segi lima.

Teknik analisis data yang dipakai adalah non-statistik, di mana data dipaparkan, ditabulasikan,
dan kemudian ditafsirkan atau disimpulkan. Tahapan analisis data dalam penelitian ini mencakup: (1)
Menetapkan graf buku segitiga, segi empat, dan segi lima; (2) Mengimplementasikan pewarnaan sisi;
(3) Mengidentifikasi rainbow path, rainbow connected, dan rainbow coloring; (4) Menetapkan nilai
rc(G); (5) Menyusun rangkuman analisis nilai rc(G); (6) Mendokumentasikan hasilnya. Rancangan
penelitian ini dapat diilustrasikan dalam Gambar 4.

Hasil dan Diskusi
Teorema 1. Untuk n > 1, bilangan rainbow connection dari graf buku segitiga BT, yaitu

Luntukn =1

rc(BT,) = {2, untukn = 2

3,untukn =3
Bukti
Graf buku segitiga merupakan graf yang merupakan gabungan himpunan titik dan sisi dimana
himpunan titiknya adalah V(BT,,) = {u4, u,,x;; 1 < i < n} dan himpunan sisinya adalah E(BT,,) =
{fugu,} U {uyx; Uuyx;; 1 < i < n}. Dimana total titik pada graf BT, yaitu p = |V| = n + 2 dan total

sisiq = |E| = 2n + 1.

Mulai Menetapkan Menerapkan | | Menentukan rainbow
Graf Buku Pewarnaan Sisi path, rainbow connected
dan rainbow coloring

Menentukan rc(G)

|

Teorema

h 4
Analisis nilai rc(G)

[ Selesai

Gambar 4. Flowchart Penelitian
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Berikut diberikan ilustrasi dari Teorema 1 untuk graf buku segitiga dengan n=1, dapat dilihat pada

Gambar 5.

51

Us

X1

Gambar5.rc(BT;) =1

Dimana sisi u,u, diberi warna 1; sisi u;x; diberi warna 1; sisi u,x; diberi warna 1. Jadi rc(BT;) = 1

Kasus 1. Untuk n = 1 dimana BT; = K3, K3 merupakan graf lengkap, yaitu graf sederhana yang setiap

titiknya saling bertetangga. Berdasarkan [2], rc(Kn) = 1.

Selanjutnya diberikan ilustrasi dari Teorema 1 untuk graf buku segitiga dengan n = 2, seperti terlihat

pada Gambar 6.

Uz

Pada Tabel 1 terlihat bahwa rc(BT,) = 2.

Gambar 6. rc(BT,) = 2

Tabel 1. Rainbow path pada BT,
Lintasan (path) Rainbow path
U Uy 1
Ui X1 1
Ui Xy 2
Uy X, 2
Uy Xy 1
X1 1,2

Kasus 2. Untuk n = 2 dimana pada Tabel 1 terlihat diameter dari BT, adalah 2. Diameter adalah

maksimum jarak antar titik di BT,. Jadi, bilangan rainbow connection dari BT, adalah 2.

Selanjutnya diberikan ilustrasi dari Teorema 1 untuk graf buku segitiga dengan n=3, seperti terlihat

pada Gambar 7.
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Uq

Uz
Gambar 7 rc(BT;) = 3

Pada Tabel 2 terlihat bahwa rc(BT3) = 3.
Tabel 2. Rainbow path pada BT3

Lintasan (path) Rainbow path
U Uy 1
Ui X1 2
U1Xy 1
U X3 1
Uy Xy 1
Uy Xy 2
Uy X3 3
X1X; 2,1
X1X3 2,1
XpX3 2,3

Kasus 3. Untuk n = 3. dimana pada Tabel 2 terlihat diameter dari BT; adalah 2. Namun, jika diberikan
hanya 2 warna saja, ada lintasan yang bukan rainbow, sehingga agar BT; memuat rainbow path
ditambah 1 warna. Jadi, bilangan rainbow connection dari BT; adalah 3.

Begitu juga untuk n > 3, terlihat diameter dari BT,, BTs, BT¢ dst adalah 2. Namun, jika diberikan
hanya 2 warna saja, ada lintasan yang bukan rainbow, sehingga agar BT,, BTs, BT¢ dst memuat
rainbow path ditambah 1 warna. Adapun ilustrasi dari Teorema 1 untuk graf buku segitiga dengan n =

4,5,6,...,8, seperti terlihat pada Gambar 8 hingga Gambar 13.
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Gambar 8 rc(BT,) = 3

Gambar 9 rc(BTs) = 3

Gambar 13 rc(BTg) = 3
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Jadi, bilangan rainbow connection pada graf segitiga adalah

l,untukn =1
rc(BT,) = {2, untukn =2
3,untukn =3

Teorema 2 [6]. Bilangan rainbow connection dari graf buku segi empat BE,, untuk n = 1 adalah

2, untukn =1
rc(BE,) = {3, untukn = 2
4, untukn = 3
Bukti.

Graf buku segi empat merupakan graf yang meliputi gabungan himpunan titik dan sisi dimana
himpunan titiknya adalah V(BE,) = {uy,u;,%;,y;;1 <i <n} dan himpunan sisinya adalah
E(BE,) = {uqu} U {uyx; Uuyy;; 1 <i <n}uU{xy;1 <i<n}. Dimana total titik pada graf BE,
yaitu p = |V| = 2n + 2 dan total sisiqg = |E| = 3n + 1.

Berikut diberikan pewarnaan sisi pada graf buku segi empat dengan n=1, seperti terlihat pada Gambar

14.
Uy 1 251
2 2
Uz 1 ¥

Gambar 14 rc(BE;) = 2
Kasus 1. Untuk n = 1 dimana BE; = C,, C, merupakan graf lingkaran, yaitu graf sederhana yang
setiap titiknya berderajat dua. Berdasarkan [2], rc(Cn)=[n/2] sehingga rc(C4)=[4/2]=2. Dimana sisi
pada lintasan uqu, mempunyai warna 2; lintasan u;x; mempunyai warna 1; lintasan u;y;
mempunyai warna 1,2; lintasan u,x; mempunyai warna 1,2; lintasan u,y; mempunyai warna 1 dan
lintasan x; y; diberi warna 2. Jadi rc(BE;) = 2.
Selanjutnya diberikan ilustrasi pewarnaan sisi pada graf buku segi empat dengan n=2, seperti terlihat

pada Gambar 15.

Gambar 15 r¢(BE,) = 3

Pada Tabel 3 terlihat bahwa setiap lintasan pada graf BE, merupakan lintasan rainbow
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Tabel 3 Rainbow path pada BE,

Lintasan (path) Rainbow path Lintasan (path) Rainbow path
UgUp 1 Uzy2 3
U X 2 X1X7 2,3
U1X2 3 X1Y1 1
UYq 1,2 X1Y2 1,2,3
Uy> 1,3 X2 Y1 3,21
Uy Xq 1,2 X2V5 1
Uz X3 13 V1Y2 2,3
Uzy1 2

Kasus 2. Untuk n = 2 dimana pada Tabel 2 terlihat diameter dari BE, adalah 3. Diameter adalah
maksimum jarak antar titik di BE,. Jadi, bilangan rainbow connection dari BE, adalah 3.
Selanjutnya diberikan ilustrasi dari Teorema 2 untuk graf buku segi empat dengan n = 3 seperti

terlihat pada Gambar 16.

Y3

Gambar 16 rc(BE;) = 4
Kasus 3. Untuk n = 3. terlihat diameter dari BE3 adalah 3. Namun, jika diberikan hanya 3 warna
saja, ada lintasan yang bukan rainbow, sehingga agar BE; memuat rainbow path ditambah 1 warna.
Jadi, bilangan rainbow connection dari BE5 adalah 4.
Selanjutnya diberikan ilustrasi dari Teorema 2 untuk graf buku segi empat dengan n = 4,5,6 seperti

terlihat pada Gambar 17, Gambar 18, dan Gambar 19..
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V4

Gambar 17.rc(BE,) = 4

Gambar 18. rc(BEs) = 4

Pxs

40

Gambar 19. rc(BEy) = 4
Begitu juga untuk n > 3. terlihat diameter dari BE, = BEz = dst adalah 4. Jadi, bilangan rainbow
connection dari BE, = BEs = dst adalah 4. Jadi, bilangan rainbow connection pada graf segi

empat adalah

2, untukn =1
rc(BE,) =43, untukn = 2
4, untukn = 3

Teorema 3. Bilangan rainbow connection dari buku segi lima BL,, untuk n = 1 adalah
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3, untukn =1
rc(BL, ) =14, untukn = 2
6, untukn = 3

Bukti.

Graf buku segi lima merupakan graf yang melliputi gabungan himpunan titik dan sisi dimana himpunan
titiknya adalah V(BL,,) = {u4,u,%;,¥i,2;; 1 < i < n} dan himpunan sisinya E(BL,) = {uqu,} U
{fuix; Uuyzi;1 <i<nyU{xy;1 <i<n}uU{yz;1<i<n}. Dimana total titik pada graf BL,
yaitup = |V| = 3n + 2 dan total sisiqg = |E| = 4n + 1.

Berikut diberikan ilustrasi pewarnaan sisi untuk graf buku segi lima dengan n=1, seperti terlihat pada

Gambar 20.

Gambar 20.rc(BL;) =3

Kasus 1. Untuk n = 1 dimana BL; = C5, C4 merupakan graf lingkaran, yaitu graf sederhana yang
setiap titiknya berderajat dua. Berdasarkan [2], rc(Cn) = E] sehingga rc(C5) = E] = 3. Dimana

lintasan u;u, mempunyai warna 1; lintasan u;x; mempunyai warna 2; lintasan u;y; mempunyai
warna 2,3; lintasan u;z; mempunyai warna 1,3; lintasan u,x; mempunyai warna 1,2; lintasan u,y;
mempunyai warna 3,2; lintasan u,z; mempunyai warna 3; lintasan x;y; mempunyai warna 3;
lintasan x; z; mempunyai warna 3,2 dan lintasan y;z; mempunyai warna 2. Jadi rc(BL;) = 3.

Selanjutnya diberikan ilustrasi dari Teorema 3 untuk graf buku segi lima dengan n=2, seperti terlihat

pada Gambar 21.

Gambar 21.rc(BL,) = 4
Pada Tabel 4 terlihat bahwa rc(BL,) = 4.
Tabel 4. Rainbow path pada BL,
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Lintasan (path) Rainbow path Lintasan (path) Rainbow path
Uq Uy 1 X1YV1 3
U X 4 X1Y2 4,2,3
U Xy 2 X171 3,1
Uy 4,3 X123 4,1,3
Uy> 2,3 X2 Y1 2,4,3
U174 1,4 X2V> 3
UqZy 1,3 XpZq 2,1,4
Uy Xq 1,4 X2Zo 2,1,3
Uy Xy 1,2 V1Y2 1,4,3,2
UzV1 4,1 Y171 1
Uy, 3,2 V123 1,4,3
UyZq 4 V2Zq 2,3,4
UpZ3 3 VoZy 2
X1%; 4,2 Z1Z, 4,3

Kasus 2. Untuk n = 2 di mana pada Tabel 4 terlihat diameter dari BL, adalah 4. Jadi, bilangan
rainbow connection dari BL, adalah 4.
Selanjutnya diberikan ilustrasi dari Teorema 3 untuk graf buku segi lima dengan n=3,4,5,6 seperti

terlihat pada Gambar 22 hingga 25.

Gambar 22.rc(BL3) = 6
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24

Gambar 23.rc(BL,) = 6

Zs

Gambar 24.rc(BLs) = 6
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Zg

Gambar 25.rc(BLg) = 6

Kasus 3. Untuk n > 3 dimana terlihat diameter dari BL; = BL, = dst adalah 5. Namun, jika
diberikan hanya 5 warna saja, ada lintasan yang bukan rainbow, sehingga agar BL; = BL, = dst
memuat rainbow path ditambah 1 warna. Jadi, bilangan rainbow connection dari BL; = BL, = dst

adalah 6. Jadi, bilangan rainbow connection pada graf segi lima adalah

3, untukn =1
rc(BL, ) =14, untukn = 2
6, untukn = 3

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh kesimpulan bahwa bilangan rainbow connection pada
Graf Buku Segitiga yaitu bernilai 1 jika n = 1 (graf buku segitiga sebanyak 1 lembar). Artinya, satu
warna sudah cukup untuk memastikan setiap pasangan titik dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi
warna berbeda. bernilai 2 jika n = 2 (graf buku segitiga sebanyak 2 lembar), Artinya, dua warna sudah
cukup untuk memastikan setiap pasangan titik dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi warna
berbeda. dan bernilai 3 untuk n > 3 (graf buku segitiga sebanyak 3 lembar atau lebih), artinya, tiga
warna sudah cukup untuk memastikan setiap pasangan titik dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi
warna berbeda

Bilangan rainbow connection pada Graf Buku Segi Empat yaitu bernilai 2 jika n = 1 (graf buku
segi empat sebanyak 1 lembar) artinya, dua warna sudah cukup untuk memastikan setiap pasangan
titik dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi warna berbeda; bernilai 3 jika n = 2 (graf buku segi
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empat sebanyak 2 lembar) artinya, tiga warna sudah cukup untuk memastikan setiap pasangan titik
dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi warna berbeda dan bernilai 4 untuk n > 3 (graf buku segi
empat sebanyak 3 lembar atau lebih) artinya, empat warna sudah cukup untuk memastikan setiap
pasangan titik dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi warna berbeda.

Bilangan rainbow connection pada Graf Buku Segi Lima yaitu bernilai 3 jika n = 1 (graf buku segi
lima sebanyak 1 lembar) artinya, tiga warna sudah cukup untuk memastikan setiap pasangan titik
dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi warna berbeda. bernilai 4 jika n = 2 (graf buku segi lima
sebanyak 2 lembar), artinya, empat warna sudah cukup untuk memastikan setiap pasangan titik
dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi warna berbeda dan bernilai 6 untuk n > 3 (graf buku segi
lima sebanyak 3 lembar atau lebih) artinya, enam warna sudah cukup untuk memastikan setiap
pasangan titik dihubungkan oleh jalur dengan tepi-tepi warna berbeda.
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