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Abstrak

Model matematika mangsa pemangsa (predator-prey) dimodifikasi pada artikel ini. Modifikasi dilakukan
dengan melibatkan penyebaran penyakit dan tingkat kekebalan pada kompartemen pemangsa. Analisis
kestabilan lokal dilakukan dengan melihat nilai eigen dari matriks Jacobi. Sementara itu, Kriteria Dulac-
Bendicson digunakan sebagai metode dalam menganalisis eksistensi solusi periodik. Berdasarkan hasil
analisis, solusi periodik dapat terjadi pada model tersebut. Simulasi numerik disajikan sebagai konfirmasi
dari hasil analisis.

Kata kunci: Solusi periodik, kriteria Dulac-Bendixson, kestabilan ekuilibrium.

Abstract

Predator-prey mathematical model is modified in this article. Modifications are carried out by involving
the spread of disease and the level of immunity in the predator compartment. Local stability analysis
was carried out by looking at the eigenvalues of the Jacobi matrix. Meanwhile, the Dulac-Bendicson
Criteria are used as a method in analyzing the existence of periodic solutions. Based on the results of
periodic solutions analysis can occur on the model. Numerical simulations are presented as confirmation
of the results of the analysis.

Keywords: Periodic solution, Dulac-Bendixson criteria, stability of equilibria.

Pendahuluan

Interaksi antar spesies yang terjadi dalam suatu ekosistem dapat menyebabkan dinamika
populasi. Interaksi tersebut dapat memberikan pengaruh positif, negatif atau bahkan tidak berpengaruh
sama sekali terhadap spesies-spesies yang berinteraksi pada suatu ekosistem. Salah satu bentuk
interaksi adalah pemangsaan. Secara umum model pemangsaan merujuk pada model Lotka-Volterra [1].

Banyak peneliti yang tertarik untuk meneliti tentang bagaimana efek penyakit dalam sistem
mangsa pemangsa. Kooi, dkk. [2] telah meneliti model mangsa pemangsa dua spesies, dengan penyakit
hanya terjadi pada populasi pemangsa [1]. Model mangsa pemangsa dengan infeksi parasit yang
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menyebar hanya pada populasi pemangsa dalam bentuk SIS (Susceptible Infected Susceptible) juga telah
dikaji oleh Haque [3].

Selain penyakit, pemanenan secara signifikan dapat mempengaruhi dinamika sistem mangsa
pemangsa. Pemanenan tidak hanya dapat menurunkan populasi mangsa atau pemangsa [4] tetapi juga
dapat dianggap sebagai faktor penstabil [5], faktor destabilisasi [6] atau bahkan menyebabkan perilaku
berosilasi [7]. Bairagi dkk. [8] telah mempelajari efek gabungan dari pemanenan dan penyakit pada
mangsa dalam model mangsa pemangsa. Mereka menunjukkan bahwa pemanenan dapat
mengendalikan penyebaran penyakit pada subpopulasi mangsa. Di sisi lain, Cheve dkk. [9] memasukkan
faktor pemanenan dan penyebaran penyakit pada pemangsa dalam model mangsa pemangsa dan
menyimpulkan bahwa pemanenan dapat mencegah penyebaran penyakit menular, sehingga ketahanan
dan stabilitas sistem ekologi akan aman [10].

Interaksi antara mangsa dan pemangsa dapat mengurangi populasi mangsa. Namun, mangsa
dapat menghindari pemangsa dengan beberapa strategi, misalnya dengan kemampuan mangsa untuk
berlindung dari pemangsa sehingga faktor ini dapat mencegah kepunahan pada mangsa. Dalam hal ini,
Wuhaib dan Hasan telah melibatkan kemampuan mangsa untuk berlindung dari pemangsa yang
dideskripsikan dalam model Cheve, dkk. [9]. Mereka menyimpulkan bahwa faktor perlindungan mangsa
dapat memastikan kesinambungan dan keberlanjutan semua populasi dan juga dapat berperan sebagai
kontrol dalam penyakit menular. Kemudian, Trisdiani, dkk [10] memodifikasi model Wuhaib dan Hasan
dengan melibatkan faktor pemanenan pada pemangsa yang rentan berupa fungsi respon Holling tipe II.
Mereka menunjukkan bahwa pemanenan pada pemangsa yang rentan dapat menjaga koeksistensi pada
ekosistem, sedangkan pemanenan pada pemangsa tertular dapat digunakan sebagai upaya
pengendalian biologis dalam mencegah penyebaran penyakit [11].

Pada artikel ini, model dimodifikasi dengan melibatkan faktor kekebalan pada pemangsa rentan
sebagai peluang kegagalan dalam penularan penyakit yang dilakukan pemangsa tertular kepada
pemangsa rentan. Selain itu, dilibatkan pula aspek pemanenan pada pemangsa.

Metode

Penelitian dilakukan dengan tahapan sebagai berikut: 1) Studi literatur mengenai model mangsa
pemangsa. 2) Konstruksi dan modifikasi model matematika mangsa pemangsa. Pada tahap ini model
matematika dimodifikasi dengan melibatkan penyebaran penyakit dan tingkat kekebalan pada populasi
pemangsa. 3) Analisis model matematika. Pada tahapan ini analisis eksistensi dan kestabilan titik
ekuilibrium dilakukan. Selain itu, dianalisis pula eksistensi solusi periodik dengan menggunakan metode
Dulac-Bendixson. 4) Simulasi numerik dan interpretasi. Pada tahap ini simulasi numerik dilakukan
menggunakan software maple dan kemudian hasilnya diinterpretasikan.

Hasil dan Diskusi

Model Matematika
Pada model mangsa pemangsa yang dikaji ini terdapat tiga spesies yaitu mangsa, pemangsa

rentan, dan pemangsa tertular. Dalam konstruksi model matematika ini digunakan notasi N untuk
mangsa, S untuk pemangsa rentan dan [ untuk pemangsa tertular. Model ini menggambarkan
dinamika populasi dari ketiga spesies tersebut yang saling berinteraksi. Pada spesies pemangsa terdapat
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penularan penyakit serta faktor pemanenan. Faktor kemampuan berlindung mangsa dari pemangsa
disertakan pula pada model yang dapat mengurangi laju pemangsaan. Tingkat kekebalan pada spesies
pemangsa rentan yang merupakan peluang gagal penularan penyakit oleh pemangsa tertular saat
melakukan kontak dengan pemangsa rentan dilibatkan pada model yang dapat mengurangi laju
penyebaran penyakit pada pemangsa rentan. Diagram kompartemen interaksi mangsa dengan
pemangsa yang terdapat penyebaran penyakit tersebut digambarkan pada Gambar 1.

a,(1-m) _____bl_(l___m_).

Gambar 1. Diagram Kompartemen Interaksi Mangsa dengan Pemangsa yang terdapat Penyebaran
Penyakit dan Kekabalan pada Pemangsa

Dari Gambar 1, diperoleh model matematika untuk penyebaran penyakit pada pemangsa dengan
tingkat kekebalan pemangsa dan faktor kemampuan berlindung pada mangsa adalah sebagai berikut:

e

§:b1(1_m)1vs—qs_v(1—d)51 (1)

A (1= m) NI —qI +v(1-d)SI
dt

dengan r adalah laju pertumbuhan interinsik mangsa, m tingkat kemampuan berlindung pada
mangsa, a; laju pemangsaan oleh individu rentan, a, laju pemangsaan oleh individu terinfeksi, b;
biomass pemangsaan oleh individu rentan, b, biomass pemangsaan oleh individu terinfeksi, q tingkat
pemanenan pada pemangsa, v laju infeksi pada pemangsa dan d tingkat kekebalan pada pemangsa
rentan.

Hasil Analisis
dN dS dI

Dengan menyelesaikan persamaan (1) untuk — =—=—=0 diperoleh lima titik ekuilibrium.

dt  dr dt
1) Titik kepunahan populasi E1=(0,0,0). 2) Titik kepunahan pemangsa E2=(1,0,0). 3) Titik
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{ q 0 r(bz(l_m)_q)
b, (

l—m)’ ’ a,b, (l—m)2

kepunahan pemangsa rentan FE, = J dengan syarat eksistensi

q r(bl(l—m)—q)
bl(l—m) ’ a,b, (l—m)2

b, (l—m) > g . 4) Titik kepunahan pemangsa terinfeksi £, { ,O} dengan

syarat eksistensi b, (l—m) >q . 5) Titik koeksistensi £ =(N*,S*,I*) dengan
N - (q(al—az))(l—m)—rv(l—d)
(alb2 —azbl)(l—m)2 —rv(l—d)
o qrv(1-d)+(a,q (b, —b,))(1-m) = b,rv(1-d ) (1-m)
v’ (l—af)2 + (azblv—albzv)(l—a’)(l—m)2
o (alq(b2 —bl))(l—m)2 +brv(1-d)(1-m)—qrv(1-d)
- v’ (l—af)2 +(a2b1v—a1b2v)(l—m)2 '

Analisis kestabilan titik ekuilibrium E dilakukan secara numerik. Sedangkan analisis kestabilan

titik ekuilibrium lainnya disajikan dalam teorema 1 sebagai berikut.

Toerema 1 Kestabilan ekuilibrium

i Titik kepunahan populasi £, selalu tidak stabil

ii. Titik  kepunahan pemangsa E, stabil secara asimtotik lokal jika

q >max{b1 (l—m),bz(l—m)} dan tidak stabil jika g < rnin{b1 (l—m),b2 (l—m)}.

ii.  Jika g<b,(1-m) rv(1-d) — maka titik ekuilibrium kepunahan
rv(1-d)+(ab, —a,b,)(1-m)
pemangsa rentan E, stabil secara asimtotik lokal dan jika
q>b,(1-m) rv(1=d) _ maka £, tidak stabil.
rv(1-d)+(a,b,—a,b, )(1-m)
rv(l—d)

maka titik ekuilibrium kepunahan

iv.  Jika g>b(1-m)

2

rv(1-d)+(ab —ab,)(1-m)

pemangsa terinfeksi E, stabil secara asimtotik lokal dan jika
rv(l—d)

rv(1-d)+(ab —ab,)(1-m)

q<b (1-m) maka E, tidak stabil.

2
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Bukti
Untuk membuktikan bagian i-ii dari Teorema 1, kita dapat langsung melihat dari tanda nilai eigen
dari matriks Jacobi yang diperoleh dari sistem persamaan (1). Matriks jacobian yang dievaluasi pada

ekuilbrium E, dan E, secara berturut —turut adalah :

r 0 0 -r —al(l—m) —az(l—m)
J=10 —-g 0 | danJ,=| 0 b(l-m)—gq 0 ,
0 0 —g¢g 0 0 bz(l—m)—q

Dari matriks J; dapat diketahui secara langsung bahwa titik ekuilibrium E; selalu tidak stabil
karena salah satu dari nilai eigen nya bertanda positif 21 =r>(0. Kestabilan titik ekuilibrium E,
ditentukan oleh nilai eigen dari matrik Jacobi J,. Secara langsung, kita dapat melihat bahwa elemen
diagonal matriks J, merupakan nilai eigen. Sehingga jika kondisi q>max{b1(1—m),b2(l—m)}
terpenuhi, maka ketiga elemen diagonal J, bertanda negatif. Akibatnya titik ekuilibrium E, stabil secara
asimtotik lokal. Namun ketika g < min{b1 (l—m),b2 (l—m)} terpenuhi, maka elemen diagonal kedua

dan ketiga bernilai positif, akibatnya titik ekuilibrium E, tidak stabil saddle.
Sementara itu, untuk menentukan kestabilan E; dan E,, kita akan melihat akar-akar polinom
karakteristik A yang diperoleh dari persamaan det(J, —A/) =0 dan det(J, —A/)=0, dengan J; dan J,

merupakan matriks Jacobi yang dievaluasi pada titik ekuilibrium E5 dan E,. Secara berturut-turut /5 dan
J4 adalah:

" _a9 _Bq
b, (1-m) b, b,
Jo= 0 —bzrv(l—al)(l—m)+qrv(l—af)+2(azblq—azbzq)(l—m)2 0
a,b, (1-m)
_—bz(l—m)r+qr b,(1-d)(1-m)rv—(1-d)grv 0
a,(1-m) azbz(l—m)2 ]
dan
" 4 _%q
b (1-m) b, b,
;- _—bl(l—m)r+qr 0 —bl(l—d)(l—m)rv+(1—d)qrv
‘ a,(1-m) ab, (1-m)’
0 blrv(l—d)(l—m)—qrv(l—d)+(—alblq+a1b2q)(1—m)2
| albl(l—m)2 |

Polinom karakteristik tersebut secara berturut-turut adalah:
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—byrv(1=d)(1-m)+qrv(1—d)+(abq —azbzq)(l—m)2

P(A)= -A|M,,=0,d
3( ) azbz(l—m)z 2 an
P(2)= blrv(l—d)(l—m)—qrv(l—d)+(—a1b1q+a1b2q)(l—m)2 il —o

4 albl(l—m)z 33

dengan M,, merupakan determinan dari submatriks yang tersisa setelah baris ke-2 dan kolom ke-2
dihilangkan dari (J3 —l]). Sementara itu, M3; adalah determinan dari submatriks yang tersisa setelah

baris ke-3 dan kolom ke-3 dihilangkan dari matriks (J4—ll). Matriks minor M,, dan M35 secara

berturut turut dapat ditulis sebagai persamaan kuadrat sebagai berikut:

b, (1-m)-
pEp—. +qr(2( m) q)=0dan Ve _j4 =0.
b, (1-m) b, (1-m) b, (1-m) b, (1-m)

B c P 0

Berdasarkan syarat eksistensi dari masing-masing titik ekuilibrium E5 dan E,, kita dapat melihat
bahwa B >0, C >0, P >0 dan Q > 0. Hal ini mengindikasikan bahwa kedua persamaan kuadrat
tersebut memiliki akar-akar negatif. Akibatnya, kestabilan dari masing-masing ekuilibrium E5 dan E,
hanya ditentukan oleh tanda dari akar polinom karakteristik suku pertama P3(4) dan P,(4). Dibawah
kondisi hipotesis pada teorema 1 bagian iii dan iv, akar dari polinom karakteristik tersebut bertanda
negatif. Sehingga, titik ekuilibrium E5 dan E, stabil secara asimtotik lokal. Kebalikan tanda dari kondisi
hipotesis menyebabkan akar polinom karakteristik suku pertama P3(4) dan P,(A) bertanda positif.
Akibatnya titik ekuilibrium E5 dan E, tidak stabil saddle.

Pada kondisi ketiadaan titik ekuilibrium E5 dan E, titik ekuilibrium E, stabil secara asimtotik lokal

karena kondisi q>max{b1(1—m),b2(l—m)}. Namun, ketika ekuilibrium E; dan E, eksis, yakni

memenuhi kondisi ¢ < min {b1 (l—m) ,b, (l—m)} , titik ekuilibrium E, tidak stabil.

Teorema 2 Eksistensi Solusi Periodik

Pada kondisi ketiadaan populasi mangsa N, sistem penyebaran penyakit pada populasi pemangsa SI

berosilasi secara periodik terhadap waktu.

Bukti

Untuk membuktikan eksistensi solusi periodik pada kondisi populasi mangsa tidak eksis, kami

menggunakan teorema Dulac-Bendixson seperti yang disebutkan pada [12]. Kita akan menunjukkan

a Afih) + L) =0 dimana f, = as dan f, = a pada sistem (1) dengan N = 0. Misalkan
oS ol dt dt

bahw

h(S,1)= % adalah fungsi yang terdeferensialkan pada kuadran non negatif. Selanjutnya kita
memperoleh:
v(s,z):i (—qS—v(1—d)Sl)[i) + 2 (—af +v(1—d)51)(ij

oS N ol S
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i[ aS Mji[ﬂﬂ]

s ST oI\ sI SI

:%[—%—v(l—d)}+a%[—%+v(l—d)}

Berdasarkan teorema Dulac-Bendixson, sistem (1) saat populasi mangsa tidak ada (N = 0)
mempunyai solusi periodik di domainya.

Simulasi Numerik

Pada subab ini, kami melakukan simulasi numerik pada sistem (1). Kita melakukan sekenario
simulasi untuk bebarapa keadaan, yakni : (i) keadaan titik ekuilibrium E, stabil, (ii) keadaan titik
ekuilibrium E5 stabil, (iii) keadaan titik ekuilibrium E, stabil, (iv) keadaan titik ekuilibrium koeksistensi
E5 stabil dan (v) simulasi untuk eksistensi solusi periodik. Adapun nilai parameter yang digunakan dalam
simulasi ini dapat dilihat pada Tabel 1.

Gambar 2-(a) memperlihatkan kepada kita bahwa titik E, stabil sementara titik ekuilibrium
lainnya tidak stabil. Nilai parameter yang ada pada tabel (1) kolom simulasi 1 itu memenuhi kondisi
pertidaksamaan pada teorema 1-(i) yang menjamin kestabilan dari titik ekuilibrium E,. Nilai awal dari
kepadatan populasi mangsa dan pemangsa diberikan dengan nilai yang bervariatif. Akan tetapi hal
tersebut tidak mempengaruhi kondisi kestabilan, akibatnya semua orbit konvergen ke titik ekuilibrium
E, seperti terlihat pada Gambar 2-(a).

Tabel 1. Nilai parameter yang digunakan pada simulasi numerik

Notasi Deskripsi Nilai parameter
Simulasi 1 Simulasi2  Simulasi3  Simulasi 4

T laju pertumbuhan intrinsik mangsa 0.5 0.3 0.3 0.4

m peluang sukses mangsa berlindung 0.5 0.2 0.2 0.3

a; laju pemangsaan oleh individu 0.4 0.3 0.3 0.4
rentan

a; laju pemangsaan oleh individu 0.3 0.15 0.15 0.3
terinfeksi

by biomass dari pemangsaan oleh 0.2 0.17 0.17 0.39
individu rentan

b, biomass pemangsaan oleh individu 0.15 0.07 0.06 0.25
terinfeksi

q tingkat pemanenan pada pemangsa 0.12 0.04 0.07 0.1
laju infeksi pada pemangsa 0.08 0.08 0.08 0.09

d tingkat kekebalan pada pemangsa 0.04 0.05 0.06 0.4
rentan
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Dengan memilih nilai — nilai parameter yang memenuhi kondisi pada teorema 1-(ii), seperti pada
tabel 1 kolom simulasi 2, kita dapat melihat bahwa titik ekuilibrium E5 stabil secara asimtotik lokal. Hasil
ini menunjukkan bahwa populasi pemangsa tertular (infeksi) meningkat sementara pemangsa rentan
menuju pada kepunahan seperti ditunjukkan pada Gambar 2-(b). Populasi mangsa pada kondisi ini dapat
bertahan hidup dan akan tetap menjaga eksistensinya.

=
/. N
—
b,
P

g%

NET NS, I

=
2 e -
———a
e

= =
ta .
77T
= =
i o
r_-:_—__:_._
s —

. e |
] 30 100 150 200 200 400 600 300 1000
t t
— Mangsa Pemangsa Rentan — Mangsa Pemangsa Rentan
Pemangsa Tertular Pemangsa Tertular
(a) (b)
0.9 H h
\ 0.7
0.8 \ \
0.7 j\ 0.6 —_—
0.6 \
s=——— o=
0 i

N&T V/ N&I
o 04
37 03
M
3

{ { T 0.1
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
t t

— Mangsa Pemangsa Rentan — Mangsa Pemangsa Rentan

Pemangsa Tertular Pemangsa Tertular

© (d)

Gambar 2. Simulasi dinamik sistem persamaan diferensial (1) untuk beberapa kestabilan titik
ekuilibrium (a) kepunahan pemangsa, (b) kepunahan pemangsa rentan (c) kepunahan pemangsa
tertular/terinfeksi (d) koeksistensi populasi

Pemangsa tertular juga mengalami kepunahan, seperti ditunjukkan pada Gambar 2-(c), ketika kita
memilih nilai-nilai parameter yang memenuhi kondisi pada teorema 1-(iv). Nilai parameter tersebut
dapat dilihat pada tabel 1 kolom simulasi 3. Pada kondisi ini, orbit solusi konvergen ke titik ekuilibrium
E,, yang mengindikasikan bahwa titik ekuilibrium E, stabil secara asimtotik lokal. Kita dapat melihat
bahwa kepunahan antara populasi pemangsa rentan dan tertular saling berganti. Sayangnya kita tidak
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dapat mengetahui apa penyebab hal tersebut dapat terjadi. Perlu ananlisis lebih lanjut agar dapat
mengetahui penyebab pergantian kepunahan antara populasi pemangsa rentan dan tertular.

Kondisi koeksistensi secara numerik dapat tercapai ketika memilih nilai — nilai parameter seperti
pada tabel 1 kolom simulasi 4. Hal tersebut ditunjukkan seperti pada gambar 4-(d). Dengan
menggunakan nilai awal yang berbeda-beda, semua orbit konvergen ke titik ekuilibrium Eg =
(0.487,0.273,0.613) yang mengindikasikan bahwa titik ekuilibrium E5 stabil secara asimtotik lokal.
Kondisi ini memberitahu kepada kita bahwa semua populasi dapat mempertahankan eksistensinya pada
kondisi tertentu. Sayangnya, kita tidak menganalisis lebih lanjut mengenai faktor apa yang dapat
menyebabkan titik ekuilibrium E5 eksis dan stabil secara asimtotik lokal.

Selanjutnya, untuk mengkonfirmasi hasil analitik mengenai keberadaan solusi periodik seperti
pada teorema 2, kami melakukan simulasi pada saat populasi mangsa tidak eksis (N = 0). Nilai
parameter yang digunakan adalah nilai pada saat titik ekuilibrium E5 eksis, yakni pada tabel 1 kolom
simulasi 4. Orbit dari solusi periodik dapat dilihat pada Gambar 3. Pada Gambar 3-(a) dapat dilihat potret
fase dari orbit pada bidang SI. Sementara itu, pada Gambar 3-(b) merupakan dinamik dari populasi S
dan [ terhadap waktu. Nilai awal yang diberikan untuk masing-masing kompartemen adalah

{$(0)=0.42,1(0)=0.9}.

0.9

0.8

57

0.6

RN EEE
\ A NS

0 200 400 600 800 1000
t

0.4

T T T T
02 03 04 0.3

|— Pemangsa Rentan Pemangsa Ten:ula.r|

(a) (b)
Gambar 3. Simulasi numerik untuk solusi periodik (a) potret fase pada bidang -S|
(b) dinamik populasi S dan | pada kondisi periodik terhadap waktu

Gambar 3 memberikan suatu wawasan kepada kita bahwa ketika pemangsa rentan merupakan
fungsi monoton turun di sekitar t € (0,20), pemangsa tertular merupakan fungsi monoton naik. Namun
seiring dengan berkurangnya pemangsa rentan yang disebabkan oleh laju pemanenan dan laju infeksi,
pemangsa tertular juga ikut menurun. Selanjutnya, faktor kekebalan pemangsa rentan dapat
meningkatkan kembali frekuensi populasinya. Karena faktor kekabalan tidak bersifat permanen,
akibatnya terdapat sejumlah populasi rentan yang dapat tertular sehingga populasi pemangsa tertular
akan mengalami kenaikan.
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Kesimpulan

Pada paper ini, telah dikonstruksi model dinamik untuk mangsa pemangsa yang melibatkan faktor
penyebaran penyakit serta faktor pemanenan pada pemangsa. Faktor kemampuan berlindung mangsa
terhadap pemangsa dan faktor kekebalan pada pemangsa rentan dilibatkan pula dalam model
matematika tersebut. Berdasarkan hasil analisis seperti pada pada teorema 2, terdapat solusi periodik
pada model dinamik tersebut untuk kompartemen pemangsa yang terdiri dari pemangsa rentan dan
pemangsa tertular. Secara biologis hal ini menunjukkan bahwa pada kondisi tidak ada populasi mangsa,
penyebaran penyakit pada populasi pemangsa akan terus ada secara periodik. Hal ini diakibatkan oleh
faktor kekebalan pada pemangsa rentan yang bersifat tidak permanen.
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