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Abstrak

Diberikan G adalah graf sederhana, m adalah bilangan bulat positif. Kuadrat dari graf lintasan B,
dinotasikan dengan P2, adalah graf yang diperoleh dari P,, dengan menambahkan sisi-sisi di antara setiap
pasangan titik yang memiliki jarak 2 (dua) di P,,. Graf G dikatakan P2-jenuh jika G tidak memuat P2 tetapi
penambahan sebarang sisi pada dua titik tak bertetangga di G selalu memuat P2. Banyaknya sisi minimum
dari graf n titik yang P2-jenuh didefinisikan sebagai bilangan jenuh dan dinotasikan dengan sat(n, P2).
Didefinisikan Sat(n, P2) = {G:|V(G)| = sat(n,P?) dan G adalah P3-jenuh. Dalam artikel ini graf-graf
pada Sat(n, P2) diperoleh secara komputasi untuk n < 8 dan m < 8, dan dinyatakan dalam barisan
derajatnya.

Kata kunci: kuadrat graf, kuadrat graf lintasan, bilangan jenuh, himpunan graf jenuh minimal, barisan
derajat .

Abstract

Given a simple graph G, m a positive integer. The square of path graph B,,, denoted by P2, is a graph
obtained from B, by adding new edges between any pair of vertices at distance at most 2 in P,,. A graph
G is P2-saturated if G does not contain P2 as a subgraph, but the addition of any edge between two
nonadjacent vertices in G contain P2. The minimum size of P2-saturated graph on n vertices is called a
saturation number for P2, denoted by sat(n, P2). A set Sat(n, P2) = {G: |V(G)| = sat(n,B3) and G a
P2-saturated graph}. All graphs in Sat(n, P2) are obtained computationally for n < 8 and m < 8 and
expressed by their degree sequence.

Keywords: degree sequence of graph, path square, power graphs, saturated graphs, saturated numbers.

Pendahuluan

Misalkan G dan H graf sederhana. Graf G dikatakan H-jenuh jika G tidak memuat H sebagai subgraf
tetapi penambahan sebarang sisi pada dua titik tak bertetangga di G selalu H. Konsep tentang graf jenuh
pertama kali diperkenalkan oleh Mantel pada tahun 1907 [1] tentang graf jenuh maksimum yang tidak
memuat segitiga (siklus dengan tiga sisi) atau yang kemudian dikenal dengan bilangan ekstermal. Konsep
graf jenuh minimum pertama kali dibahas dalam [2] dan [3], yang kemudian dinotasikan dengan sat(n, H)
adalah banyaknya sisi terkecil yang mungkin yang dimiliki oleh graf dengan n buah titik yang H-jenuh. Graf
yang memiliki sisi sebanyak sat(n, H) disebut graf H-jenuh minimum, dan Sat(n, H) adalah himpunan
graf-graf yang H-jenuh minimum.

Graf yang menjadi kajian dalam artikel ini adalah kuadrat dari graf lintasan dengan m < 8. Kuadrat
dari graf lintasan dengan P,,, dinotasikan dengan P2, adalah graf yang diperoleh dari P,, dengan
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menambahkan sisi-sisi di antara setiap pasangan titik yang memiliki jarak 2 di P,. Sedangkan secara
umum, pangkat ke-k dari sebuah graf sederhana G = (V, E) dinotasikan dengan G* adalah graf dengan
himpunan titik V, dua titik berbeda di G¥ bertetangga jika dan hanya jika jarak keduanya di G tak lebih
panjang dari k. Oleh karena itu, setiap graf terhubung dengan m titik akan menjadi graf lengkap K, jika
dipangkatkan dengan bilangan yang lebih besar sama dengan m — 1. Barisan derajat dari sebuah graf
adalah daftar derajat dari semua titik-tik pada graf tersebut. Sehingga P2 untuk m < 8 dan barisan
derajatnya diilustrasikan pada Gambar 1 berikut.
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Gambar 1. Kuadrat Graf Lintasan dengan m < 8 titik.

Metode
Artikel ini akan berfokus di graf-graf yang Kuadrat Graf Lintasan-jenuh minimum yang diperoleh
secara komputasi menggunakan Maple 18, dengan algoritma-algoritma berikut:

Algoritma 1. Misalkan n = 2 dan m = 2 adalah bilangan bulat.

1. Misalkan {G4, G, ..., Gp} adalah himpunan seluruh graf dengan n titik yang saling tak isomorfik.
2. Definisikan I'(n): = {}
3. forifrom1topdo
if G; 2 P2 then
Definisikan E": = {}
for j from 1to |E(G)| do
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if G, +¢; 2 P2 then E' := E' U {e;} end if;
end do;
if ' = E(G) thenT'(n): = I'(n) U {G;} end if;
end do;
4. T(n) adalah himpunan graf-graf dengan n titik yang P2-jenuh

Algoritma 1 memeriksa setiap graf dengan n titik yang tak memuat P2 tetapi setiap penambahan sisi
mengasilkan P2 sebagai subgraf. Sehingga berdasarkan definisi Algoritma 1 memberikan graf dengan n
titik yang P2-jenuh. Jaminan bahwa terdapat graf yang P3-jenuh telah tercantum dalam [4]. Algoritma 2
berikut berperan memilih graf-graf dengan banyaknya sisi minimum dari himpunan graf P2-jenuh yang
diperoleh pada Algoritma 1.

Algoritma 2. Misalkan n = 2 dan m > 2 adalah bilangan bulat.

Perhatikan bahwa I'(n) adalah himpunan graf-graf dengan n titik yang P,fl—jenuh
Misalkan T;(n) adalah graf anggota I'(n) dengani € {1,2, ...|['(n)|}
for i from 2 to |[['(n)| do
definisikan Sat(n, P2) = {I;(n)}
If |E(T;()| < |E(Ti=1(n))| then Sat(n, BZ) = {T;(n)}
else if |[E(T;(n))| = |E(Ti=1(n))| then Sat(n, P2) = Sat(n, P2) U {T1(n)}
end if;
end do;
4. Sat(n,P2) adalah himpunan seluruh graf yang P2-jenuh minimum

Hasil dan Diskusi
Perhatikan bahwa untuk m = 1 sudah jelas bahwa tidak dapat dilakukan penambahan sisi pada graf
dengan satu titk, sehingga n dalam artikel ini untuk m > 2.

t—2

) ) dan Sat(n, K;) hanya

Teorema 1. [1] Jika 2 <t <n, maka sat(n,K;) =(t—-2)(n—t+2) + (

memuat sebuah graf K;_, + K, _¢4 5.

[m] m}
a a
a a
[m} a
Gambar 2. Graf K; adalah graf PZ-jenuh Gambar 3. Graf Sg = K; ¢ adalah graf P2-
minimum untuk 8 titik dengan barisan derajat jenuh minimum untuk 9 titik dengan barisan
[0,0,0,0,0,0,0,0] derajat [8,1,1,1,1,1,1,1,1]
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Sehingga berdasarkan Teorema 1 maka dapat disimpulkan untuk Sat(n, Pzz) ={K,} vyaitu graf
komplemen dari graf lengkap n titik dan Sat(n,PZ) = {K; + Ky_1 } = {Sp_1} = {K1n_1} vaitu graf
bipartite K; ,_; atau di kenal juga dengan istilah graf bintang S,,_;. Selanjutnya representasi graf-graf
yang P2-jenuh minimum untuk 4 < n < 8 dan 4 < m <8 akan disajikan dalam Tabel 1 lengkap dengan
barisan derajat dari graf-graf tersebut dan bilangan jenuh sat(n, P2).

Tabel 1. Graf-graf yang P2-jenuh minimum dan barisan derajatnya.

n  m sat(n,P2%) Graf-graf di Sat(n, P2) dan barisan derajatnya
4 4 4
[2,2,2,2] [3,2,2,1]
5 4 6
(3,2,2,2,3] (3,3,2,2,2] (4,2,2,2,2]
6 4 7
[5,2,2,2,2,1]
7 4 9
[6,2,2,2,2,2,2]
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8 4 10
[7,2,2,2,2,2,2,1]
5 5 6
[4,2,2,2,2]

[5I3I3I3I2I2] [5I5I2I2I2I2]
6 5 9

(4,4,3,3,2,2] [3,3,3,3,3,3]
7 5 9
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(6,2,2,2,2,2,2]

8 5 12
(6,6,2,2,2,2,2,2] [7,3,3,3,2,2,2,2] [7,5,2,2,2,2,2,2]
6 6 9 ; ; i R%
(5,3,3,3,2,2] (3,3,3,3,3,3]
7 6 12 WD f i % ; 5‘1
[6I3I3I3I3I3l3] [6I4I4I4I2I2I2]
[5I3I3I3I3I3I4l4] [513131313I3I5I3] [5I5I3I313131313]
8 6 14
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(5,5,3,3,4,2,3,3] [7,5,4,4,2,2,2,2]

7 7 12
(6,3,3,3,3,3,3]
8 7 15
[7,4,3,3,3,4,3,3]
8 8 16
(4,4,4,4,4,4,4,4] [7,4,4,4,4,3,3,3] (5,5,3,3,4,4,4,4]

Teorema 1 dan Tabel 1 memberikan gambaran bahwa semua graf yang P2- jenuh minimum untuk
3 <m < 8dan 3 <n < 8 adalah graf yang terhubung, berdiameter 2 (dua), memiliki derajat minimum
tak kurang dari 2 (dua) untuk m = 5 dan m = 6 sedangkan untuk m = 7 dan m = 8 memiliki derajat
minimum tak kurang dari 3 (tiga), serta baik sebagai fungsi dari m maupun fungsi dari n terlihat bilangan
jenuh untuk P2 merupakan fungsi yang monoton naik.

Kesimpulan

Dengan menggunakan pendataan secara komputasi diperoleh graf-graf dengan n titik yang
P2 —jenuh minimum untuk m < 8 dan n < 8, bilangan jenuh sat(n, P2) dan barisan derajat dari graf
tersebut. Semua graf yang P2- jenuh minimum untuk 3 <m < 8 dan 3 <n < 8 adalah graf yang
terhubung, berdiameter 2 (dua), memiliki derajat minimum tak kurang dari 2 (dua) untuk m = 5danm =
6 sedangkan untuk m = 7 dan m = 8 memiliki derajat minimum tak kurang dari 3 (tiga), serta baik
sebagai fungsi dari m maupun fungsi dari n terlihat bilangan jenuh untuk P2 merupakan fungsi yang
monoton naik.
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